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Abstract:

Oscillation and oscillation frequency are two concepts
widely accepted, not only in engineering and in many other
disciplines, but also in our daily lives. We know that many
natural phenomena which exhibit oscillations, for exam-
ple, the rotation of the planet, moon phases, among others.
Some oscillations are, however, something odd, or irregu-
lar, for example, the come and go of wave sea, the move-
ment (tremor) of the earth during an earthquake, and many
more. A useful tool to represent the frequency content of a
signal is the Fourier transform. However, this tool is not
enough if the signal to be analyzed is not stationary, ie, if its
characteristics (statistics and frequency) change with time.
This paper presents a suitable tool to analyze such signals,

the wavelet transform, or also known by its English name
as wavelet
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SCILACION y frecuencia de oscilacién son
dos conceptos ampliamente aceptados, no
s6lo en la ingenieria y en muchas otras dis-
ciplinas, si no también en nuestra vida di-
aria. Sabemos que hay muchos fendmenos naturales que
presentan oscilaciones, como por ejemplo, el movimiento
de rotacién del planeta, las fases de la luna, entre otros.
También tenemos eventos no naturales que podemos clasi-
ficar como periddicos, como por ejemplo la sucesioén pres-
idencial que se repite cada seis afos. Algunas oscilaciones
son, sin embargo, algo extrafias, o irregulares, como por
ejemplo, el vayven de las olas del mar, el movimiento
(temblor) de la tierra durante un sismo, entre muchos mas.
Ademds, se tienen oscilaciones de periodo corto (alta fre-
cuencia) y oscilaciones de periodo largo (baja frecuencia).
En la ingenieria eléctrica se tienen algunas sefiales que son
claramente oscilatorias con una frecuencia estable, mientras
que otras como las sefiales de voz, presentan oscilaciones de
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varias frecuencias y que ademds cambian con el tiempo, o
aparecen y desaparecen.

Una herramienta ttil para representar el contenido de fre-
cuencias de una sefial es la transformada de Fourier. Sin
embargo, esta herramienta no es suficiente si la sefial que
se desea analizar no es estacionaria, es decir, si sus carac-
teristicas (estadisticas y de frecuencia) cambian.

Representacion en tiempo y
representacion en frecuencia

Casi todas las sefales fisicas se obtienen por medio de sen-
sores o transductores que registran (o graban) sus varia-
ciones en el tiempo. Usualmente la representacion en el
tiempo es la mds natural y la primera que se estudia. En
la Figura 1 se muestra la representacién en el tiempo de
una seflal de voz cuando se dice la vocal /a/. La repre-
sentacion en frecuencia es también una descripcion muy
importante de una sefial, ya que es util en muchas areas o
disciplinas como la fisica, la astronomia, la economia, la
biologia, y muchas mds, donde ocurren eventos periédicos.
Esta seccidn estd basada en el trabajo de [1].
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Figura 1. Representacion en el tiempo del sonido /a/.

La representacion en frecuencia de x(z) se obtiene por la
transformada de Fourier dada por:

x(h= [ (e, (1)

donde f estd dada en Hz.

X(f) puede verse como la expansion de x(¢) en una familia
de ondas de duracién infinita ¢/2*/* las cuales no estén lo-
calizadas en el tiempo, es decir, el espectro X (f) nos in-
dica esencialmente cudles frecuencias estan contenidas en la

sefial x(z), asi como sus amplitudes y sus fases correspondi-
entes, pero no nos indica cudndo ocurren estas frecuencias.
En la Figura 2 se muestra el espectro del sonido /a/.
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Figura 2. Representacion espectral del sonido /a/.

En muchas aplicaciones es de interés conocer cudl es el con-
tenido de frecuencias a un tiempo dado. Este concepto tam-
poco es desconocido. Por ejemplo, aunque no tengamos
conocimientos de musica, sabemos que en notacién musi-
cal, en el pentagrama, se indica qué notas (frecuencias) se
deben tocar a un momento dado y durante cudnto tiempo.

Una forma simple de caracterizar una sefial si-
multdneamente en tiempo y frecuencia es considerar
su localizacién y dispersién promedio en tiempo y frecuen-
cia. Considerando a |x(t)|> y |X(f)|* como distribuciones
de probabilidad y observando sus valores promedio y sus

desviaciones estandar, tenemos

r=— tx(t)|~dt
& [ it
promedio temporal 2)

= 1 oo )
= | _fx(Pas

promedio en frecuencia 3)
4 [ _
T2 = — | (t—1)%|x(r)*ds
Ex —00
dispersién en tiempo 4
4 [ -
B =— | (f=FPIX(N)Pds
X —o0
dispersion en frecuencia, 5
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donde E, es la energia de la sefal la cual se supone es aco-
tada, es decir,

E, = / x(t)|?dt < oo. (6)
Entonces se puede caracterizar una sefial en un plano
tiempo-frecuencia por su posicion promedio (7, f) y su do-
minio de localizacién de energia principal cuya area es pro-
porcional al producto T x B, llamado asi, “producto tiempo-
ancho de banda”, donde T es la duracion de la sefal, y B es
el ancho de banda.

Una condicién importante, conocida como la desigualdad
de Heisenberg-Gabor, es la cota inferior del producto 7" x B,

TxB>1. (7

La (7) indica que una sefial no puede tener al mismo tiempo
un soporte arbitrariamente pequefio en tiempo y frecuencia.
Esta cota inferior se alcanza para funciones Gaussianas, es
decir aquellas de la forma

g(t) = Ce*“(f*f)zﬂznf(l*f)’ (8)

dondeCe R,a e R..

Senales no estacionarias

Una razén importante que motivé el desarrollo de nuevas
herramientas para el andlisis tiempo-frecuencia es que, en
muchos casos practicos, las sefales pueden tener cambios
significativos en sus caracteristicas, es decir, pueden variar
en intensidad o amplitud y en su contenido de frecuencias
mientras evolucionan en el tiempo. Si se trata de una sefal
mono-componente, entonces se puede hablar de amplitud
instantdnea y frecuencia instantdnea, es decir, que sélo ex-
iste una sola componente de frecuencia a cada instante de
tiempo. Si se trata de una seflal multi-componente, los
conceptos de amplitud instantanea y frecuencia instantanea
pierden su significado. Ademads, por otro lado, las sefales
pueden ser estacionarias o no estacionarias.

Localizacion en el tiempo del
contenido espectral

La transformada de Fourier no estd adaptada al andlisis de
sefales no-estacionarias ya que proyecta la sefial en ondas

de duracion infinita (sinusoides), las cuales estin completa-
mente no-localizadas en tiempo. Un ejemplo simple seria
observar el espectro de la palabra /hola/ por medio de la
transformada de Fourier. Es claro que el sonido que se pro-
duce en la palabra /hola/ estd compuesto de varias frecuen-
cias y que éstas no son las mismas al inicio y al final de la
palabra. Lo deseable es que podamos observar qué frecuen-
cias se producen en el inicio y al final de la palabra.

Intuitivamente, la solucidén consiste en recortar la sefal
x(t) alrededor de un tiempo ¢, calcular su transformada de
Fourier y repetir ese calculo para otro espacio de tiempo. A
este proceso se la conoce como la Transformada de Fourier
en tiempo corto o STFT (Short Time Fourier Transform),
dada por

)

X(t,f)= /7 x(u)w(u—1)e’*™dy. )

oo

Otros nombres dados a este procedimiento de célculo son
transforma de Fourier por ventanas (Windowed Fourier
Transform) donde w(r) es una funcién que define una ven-
tana de observacién temporal, llamada ventana de andlisis
de tiempo corto, ésta estd localizada alrededor de t=0 y f=0.
Asila STFT es un espectro “local” de la sefial x(¢) alrededor
der.

En la Figura 3 se muestra el espectro de la palabra /hola/,
donde puede observarse que no hay informacién del tiempo.
En la Figura 4 se muestra el espectro por la STFT de misma
palabra. Puede verse que ahora si se tiene informacion ac-
erca del tiempo en que ocurren las diferentes componentes
de frecuencia.
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Figura 3. Espectro de frecuencia de la palabra /hola/.
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Figura 4. Espectro por STFT de la palabra /hola/.

Siempre y cuando la ventana sea de energia finita, la STFT
es invertible, es decir,

x(t) = Elw /:o /:OX(u,ﬁ)w(t —w)e’™Sdudt,  (10)

donde ,
EW:/ lw(r)|*dt. (11)

Esta relacion expresa que la sefial total puede descompon-
erse como una suma ponderada de formas de onda elemen-
tales

wip(u) = w(u—t)e/*™ " (12)

las cuales son llamadas “ tomos”. Cada tomo se obtiene de
la ventana w(z) por traslacion en el tiempo y traslacion en
frecuencia.

La transformada en Ondiculas o
Wavelet

La STFT tiene ciertas dificultades para poder entregar, si-
multdneamente, buena resolucién en tiempo y frecuencia, es
decir, para analizar una sefial que representa una oscilacién
con periodo largo se requerird una ventana suficientemente
larga de modo que se pueda “medir” la frecuencia de os-
cilacién, mientras que si la oscilacién es de periodo corto
serd suficiente tener una ventana de duracion corta.

Para mostrar este problema haremos uso de las Figuras 5
y 6 las cuales se obtuvieron usando la STFT de 8 notas
musicales tocadas consecutivamente [2]. En la Figura 5 se
muestra el resultado del espectrograma cuando se emplea

una ventana de observacion de s6lo 64 muestras. En este
caso se tiene una pobre resolucién en frecuencia y buena
resolucién en tiempo. En la Figura 6 se emple una ventana
de 512 muestras y en este caso se mejora la resolucion en
frecuencia pero se reduce la resolucién en tiempo.
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Figura 5. Espectrograma con ventana de 64 muestras.
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Figura 6. Espectrograma con ventana de 512 mues-
tras.

La transformada Wavelet (TW) da una descripcién tiempo-
frecuencia similar pero con diferencias importantes. En pa-
labras podriamos explicarlo de la siguiente manera:

e El uso de una ventana introduce efectos secundarios
en el andlisis de la sefal, ya que le afectan la duracién
y forma de onda de la ventana.

e Las funciones elementales (funciones bdsicas) que for-
man la transformada de Fourier son de duracién in-
finita y por lo tanto no estdn localizadas en tiempo.
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Por lo anterior, el desarrollo de una nueva transformada que
evite los problemas anteriores es mas que bienvenida, esta
transformada es la TW la cual

e No necesita del uso de funciones ventana

e Utiliza nuevas funciones base bien localizadas en
tiempo y en frecuencia.

Asi, la TW esta dada por[3]:

() ab) =l 2 o= a3

y para el caso discreto [3]:

T (x) = |ag| /2 / (O)Wlag™ —nbo)dr  (14)

donde y siempre satisface

/ w(t)dt =0, (15)

Similitudes entre la TWy la STFT

La similitud entre la TW y la STFT estd en que en ambas
se toma el producto interior de x(#) con una familia de fun-
ciones indexadas por dos etiquetas

w(o,1) = e/ w(u—t),y
b _1j2, u—Db

V) =l (=), (16)
Las funciones y*” son llamadas “wavelets”, y la funcién y
es llamada la wavelet madre. El término wavelet en espaiiol
no se ha estandarizado todavia, asi que se le puede encontrar
como “ondicula” o bien como “ondeleta” en algunos pocos
€asos.

Una seleccién para y es
W) = (1-1)e 72, (17)

es decir, la segunda derivada de una Gaussiana, conocida
como el “sombrero mexicano.” Esta funcién estd bien lo-
calizada en tiempo y frecuencia y satisface el requisito (15).
En tanto cambia a, la funcién y*(u) = |a|~"/*y(u/a)
cubre diferentes rangos de frecuencia, o escalas. Cam-
biando el pardmetro b también permite mover el centro de
localizacién en el tiempo. Cada y*°(u) estd localizada
alrededor de u = b.

Diferencias entre la TWy la STFT

La diferencia entre la TW y la STFT estd en la forma de
las funciones de andlisis w(f,¢) y w*”. Mientras que en
las w(f,r) todas consisten de la misma forma envolvente,
por ejemplo la Gaussiana trasladada a una localizacién de
tiempo apropiado y sin importar el valor de f tienen el
mismo ancho, las y*?, por el contrario, tienen ancho de
tiempo adaptado a su frecuencia. Las y*” de alta frecuen-
cia son muy estrechas, mientras que las y*” de baja fre-
cuencia son mds amplias. De todo esto se obtiene que la
TW es mejor para observar fendmenos de corta duracion y
alta frecuencia tales como sefiales transitorias.

Algunas funciones de analisis para la TW se muestran en la

Figura 7.
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Figura 7. Algunas ondiculas usadas en la TW.

Algunos resultados

En esta seccién se muestran algunos resultados del andlisis
de sefiales no estacionarias. Los datos corresponden al reg-
istro de manchas solares desde 1748 hasta 1996 [5] y se
utilizé el c6édigo en MATLAB(C)de [4]. En la Figura 8 se
muestra el espectro de estos datos obtenido por la transfor-
mada de Fourier. Puede observarse que se trata de una sefial
de baja frecuencia. Una representacion tiempo-frecuencia
se muestra en la Figura 9, donde nuevamente se ve que las
oscilaciones dominantes se encuentran a frecuencias bajas.
Para mostrar la utilidad de la TW, en la Figura 10 se mues-
tra la TW de los datos, donde se pueden apreciar muchos
mds detalles acerca del contenido de frecuencias de dicha

DIFU100ci@ Vol. 4, No. 2, septiembre-diciembre 2010 33



Transformada wavelet: G. Miramontes et al. pp. 29 — 35

seflal. Comparando estos resultados, en la TW se aprecia
que efectivamente hay un importante componente de baja
frecuencia (periodo largo), pero al mismo tiempo se obser-
van con mds detalle algunos componentes de alta frecuencia
que dificilmente se pueden apreciar en la transformada de
Fourier o en la STFT.
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Figura 8. Espectro del registro de manchas solares
por transformada de Fourier.
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Figura 9. Espectrograma de las manchas solares en
perspectiva.

Conclusiones

La Transformada en Ondiculas o Transformada Wavelet, es
una herramienta que analiza las diferentes componentes de
frecuencia con una resolucion adaptada a su escala. La TW

Transformada Wavelet la mancha solar de 1748 a 1996
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Figura 10. Transformada Wavelet de las manchas so-
lares.

depende de dos variables, la escala y el tiempo, y el resul-
tado es una localizacién tiempo-frecuencia de una sefial que
evoluciona en el tiempo.

En este trabajo se han presentado las razones principales
del por qué de la TW y se han mostrado algunos ejemplos
comparando el resultado con el anélisis basado en la trans-
formada de Fourier y en la STFT.
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