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Resumen

La transformada de Fourier es una herramienta ampliamente usada para el procesamiento de imagenes y video.
Cuando se requiere filtrar una sefal, la transformada de Fourier ofrece una solucion eficiente y rapida en compara-
cién con el filtrado por convolucion de alto orden. En este articulo se presenta una descripcién teérica de la DFT-2D
asi como su aplicacion al filtrado de imagenes. Los filtros utilizados son el pasa bajas, pasa altas y el rechaza banda.
Como resultado se observan los efectos del filtrado sobre la imagen. Estos efectos son el suavizado, deteccién de

bordes y eliminacion de ruido respectivamente.
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1. Introduccion

| desarrollo matematico de la transformada de
Fourier fue explicado por primera vez por Jean
Baptiste Joseph Fourier, en su libro”Teoria Anali-
tica del Calor”, publicado en 1822; posteriormente, en
1965 Cooley y Tukey publicaron el articulo denomina-
do "Un algoritmo para calcular las Series de Fourier
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Complejas” [1], el cual es conocido como algoritmo FFT
(Fast Fourier Transform) y es ampliamente utilizado en
la actualidad para el calculo de la version discreta de
la transformada de Fourier conocida como DFT (Dis-
crete Fourier Transform). La Transformada de Fourier
es una herramienta matematica que tiene un uso muy
amplio y puede ser aplicada en areas como analisis
espectral, ecuaciones diferenciales, resolucion de pro-

http://www2.uaz.edu.mx/web/www/publicaciones



DIFUqci@ Vol. 11, No. 3, enero-abril 2018

ISSN:2007-3585

blemas elasticos estacionarios y dinamicos, incluso el
célculo de la FFT en si misma es un importante caso
de estudio [2]. En lo referente al tratamiento digital de
senales e imagenes, se puede implementar en software
y/o hardware para el reconocimiento de voz e imagenes
0 mejoramiento y eliminacién de ruido [3]. Dado que las
computadoras trabajan Unica y exclusivamente con in-
formacion discreta y finita, la herramienta utilizada para
el procesamiento digital es la DFT, de ahi que existan di-
versos acercamientos a su solucion mediante el uso de
otras transformaciones afines a la de Fourier [4] y mé&s
recientemente utilizando redes neuronales [5]. Tanto el
conocimiento teérico de las propiedades de la transfor-
mada de Fourier asi como su implementacion préactica
son fundamentales para aquellos interesados en el pro-
cesamiento de imagenes, la version bidimensional de la
DFT, conocida como DFT-2D es un proceso que mapea
una imagen escalar f de MN en una transformada de
Fourier de valores complejos F, esto es también conoci-
do como mapeo del dominio espacial al dominio de la
frecuencia. El principal beneficio de la transformada es
que los cambios en el dominio de la frecuencia pueden
afectar componentes espectrales especificos en la ima-
gen. Una vez modificada la sefal en el dominio de la
frecuencia, la DFT 2D inversa mapea la transformacion
de regreso al dominio espacial. El proceso completo se
denomina filtrado de Fourier.

2. Desarrollo Matematico de la DFT

En muchos procesos del tratamiento de senales o
imégenes se trabaja con elementos discretos. En este
caso un concepto central para el andlisis en sistemas
lineales y de la transformada de Fourier es la delta de
Dirac y su propiedad de desplazamiento [3].

La delta de Dirac ¢, llamada por abuso de lenguaje
"funcién” ¢ de Dirac, se puede considerar informalmente
como una funcién que toma el "valor” infinito en cero y
el valor 0 en los demds puntos, y cuya integral vale 1.

si t=0

sy =1" | swar=1
® {0 si t#0 Ioo (@)t

La delta de Dirac no es una funcion sino una funcién
generalizada o distribucién también conocida como fun-
cion impulso y que tiene la propiedad de desplazamien-
to con respecto a la integraciéon en un punto arbitrario
0]

f J@)6(t = to)dt = f(10) M

donde f(¢) es una funcién continua en fy que se anula

fuera de algun intervalo finito (soporte de la funcién) y
que se conoce como funcién de prueba.

Con la delta de Dirac definimos la funcién peine de
Dirac sar que es una suma de deltas de Dirac espacia-
das en AT dada por sar(t) = >.=, 6(t — nAT). A esta
funcién también se le conoce como tren de impulsos
unitarios.

Se sabe que una funcién f(r) de variable continua
que es periddica con periodo T, puede ser expresada
como serie de Fourier, en la forma (1) = 3=, cnejz%’
donde los coeficientes de Fourier son

1 (T2
==

f(e~Tdr, para n=0,+1,%2, ...
T J_rp

ya que el tren de impulsos es una funcion periédica
con periodo AT, se halla su serie de Fourier sar(t) =
-2,
> c,e/ar’ Donde:

1 AT/2
Cp=— sAT(t)e_jZALTn’dt
"TAT Joarp
1 AT/Z - 27n 1
=—— o(t)e Iarldt = —
AT Jonrp (De AT

por tanto la serie de Fourier del tren de impulsos llega
a ser

[e]

1 - 271n
sar() = = > /! #)

—00

La transformada continua de Fourier para una funcion
en una dimension esté definida como

cg”{f(t)}=F(w)=f f@Dye™ 7 d 3)

donde j* = —1.
La transformada de Fourier inversa de F(w) esta defi-
nida como

FHF(w) = %T f F(w)e/ dw 4)
La variable r corresponde al tiempo y la variable w a
la frecuencia angular w = 2 f. Se dice que ¢ esta en el
dominio temporal y que w esta en el dominio frecuen-
cial. Las funcionesf(¢) y F(w) son llamadas el par de
transformadas de Fourier. Para cualquier funcién f(z),
la transformada de Fourier F(w) es Unica y viceversa.
Para el impulso localizado en t = t F(w) = [~ o(t -
fo)e 1dt = eI = cos(wty) — jsen(wty) y ya que la
trasformada de Fourier es lineal y f{ef%f} =2m0(w —
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2”") entonces para un tren de impulsos usando (2)
tenemos

o

1 s 27N
Figr e

—00

21 2nn
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S(w) = Flsar()} =

&)

este resultado fundamental nos dice que la transfor-
mada de Fourier de un tren de impulsos con periodo
AT en el tiempo es también un tren de impulsos cuyo
periodo es 57 en la frecuencia.

La propledad de convolucién es una de las mas im-
portantes que se asocian a la transformada de Fourier.
A partir de ella se muestra la relacién entre el filtrado es-
pacial y el filtrado de Fourier. La integral de convolucién
se define como:

) # o) = f FOh( - )dr ©)

donde r es el valor requerido para desplazar una
funcién sobre la otra. La transformada de Fourier de la
convolucion de las funciones f'y & es:

@) hio)} = f [ f f(r)h(r—r)dr] eI dy

= f f) [ f " h(r — T)e_jwtdt] dr

a través de la definicion de la transformada de Fourier
sabemos que el término dentro de los corchetes es la
transformada de h(t — 71):

F{h(t - 1)} = H(w)e /"

por lo tanto

Ff(t) * (D)} = f f@ [Hw)e | dr

= H(w) f " f@e
= H(w)F (w)

esta es la relacion conocida como teorema de con-
volucién y establece que una operacién de convolucién
en el dominio temporal representa una multiplicacién de
funciones en el dominio de la frecuencia y viceversa:

J(@) * h(t) & H(w)F(w)

1 @)
f(Oh(1) © —H(w) * F(w)
2

las funciones continuas tienen que ser convertidas
en una sucesion de valores discretos antes de ser pro-
cesadas en una computadora. Esto se hace usando
muestreo. Sea f(r) una funcién continua y para mues-
trearla se usan intervalos uniformes AT de la variable
independiente ¢. Una manera simple de obtener esto es
multiplicar f(¢) por una funcién de muestreo igual a un
tren de impulsos de periodo AT.

J@® = fOsar() = Z f(@)é(t — nAT) (®)

n=—0o
donde f representa la funcién muestreada.
El valor de cada término de la suma puede ser calcu-
lado mediante integracion

Je= f f(0)6(t — kAT)dt = f(KAT) )
utilizando el teorema de convolucién (7) la transfor-

mada de Fourier F(w) de f(t) es

F(w) = Z{f)} = F{f(O)sar()}

haciendo la convolucién (6) de F y S, se obtiene

= F(w) * S (w)

F(w) = F(w) * S (w) =27F(1)S (w — 7)dt

2 2nn
= ﬁi F(7) Z s L

n=—oo

= z’; Z f F(m)o(w -1 - zﬂ)dr

n=—o0o

2w 2nn
= — F
AT n;m (=37

(10)

donde la ultima igualdad se sigue de (1).

2.1. Transformada de una funcion muestreada

De la definicién de la transformada de Fourier tene-
mos

F(w) = f N fe ' dr

sustituyendo (8) se tiene

f Z F(0)S(t — nAT)e ™'

n=—oo

Z f F(0)S(t — nAT)e ™'

n=-—0o

Z f o JwnAT
n

n=—co

F(w)
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donde en la Gltima igualdad se us6 (9).

Cada f; es una funcién discreta, su transformada de
Fourier F(w) es continua y periddica con periodo A‘—T
como en (5). Por lo tanto, se necesita caracterizar solo
un periodo y el muestreo sobre un periodo es la base
para la DFT.

Se quieren obtener M muestreos igualmente espacia-
dos tomados sobre el periodo f =0a f = . Esto se
consigue tomando muestreos alas S|gwentes frecuen-
cias f = yx7.m =0,1,2,. — 1. Sustituyendo este
resultado para f tenemos

M-
Z e emImmnIM 0012, M — 1
n=0

(1D

esta expresioén es la transformada de Fourier discreta
o DFT.

De manera analoga se halla la transformada inversa
discreta de Fourier (IDFT) como

M-1
1 .
= Z Fe/2miM 01,2, .. M~—1
n=0

con procesos completamente equivalentes para dos
dimensiones, se tiene la transformada de Fourier discre-
ta en dos dimensiones o DFT-2D como

M-
F(u,v) =
x=0

2

f(x, y)eijH(ux/Mﬂ/y/N) (12)

<
Il
(=)

donde F es una imagen digital de tamafno M X N y
como en el caso discreto los valores de las variables
discretas u y v deben ser evaluados en los rangos u =
0,1,2,...M—-1yv=0,1,2,..,N — 1. Y también, dada
F(u,v) podemos obtener f(x,y) usando la transformada
inversa discreta de Fourier o IDFT-2D definida como:

<

-1 N-

1
MN

u

f(.x, y) — F(u, V)ejZII(le/M+V.\‘/N) (13)

Il
[}

v=0

un ejemplo de utilizaciéon de (12) se muestra en la Fi-
gura 1. La funcién de entrada es la funcién pulso rectan-
gular bidimensional. En la salida se obtiene una funcién
sampling truncada. A diferencia de la transformada de
Fourier continua, una caracteristica de la DFT es que
las dimensiones de la matriz de salida son iguales a las
de la imagen de entrada.

El sistema matricial de coordenadas de una imagen
es lo que se denomina dominio espacial o 2D. Sin em-
bargo, la misma imagen puede ser considerada como

Figura 1. Ejemplo de la transformada de Fourier a) Funcién pulso
rectangular b) DFT-2D de la funcién pulso rectangular

una funcién no periédica y definirse en otro espacio bidi-
mensional, cuyos ejes vengan determinados por la am-
plitud y la frecuencia para cada direccién de la imagen.
Este nuevo espacio de referencia para la descripcion
de la imagen es lo que se conoce como dominio de la
frecuencia.

3. Filtrado

Los filtros son sistemas que se disefian principalmen-
te para eliminar ciertas componentes de frecuencia no
deseadas de una sefial. Un filtro ideal permite el paso
de ciertas frecuencias sin modificarlas y elimina com-
pletamente otras. El intervalo de frecuencias que deja
pasar el filtro se le denomina banda de paso y todas
las frecuencias que elimina se le llama banda de supre-
sién. De acuerdo al teorema de convolucion, el proceso
de filtrado se puede llevar a cabo tanto en el dominio
espacial como en el dominio de la frecuencia. En la
Figura 2 se muestra un diagrama a bloques del proceso
de filtrado utilizando la transformada de Fourier. Una
ventaja del filtrado en el dominio de la frecuencia es que
para filtros de alto arden, el tiempo de proceso es menor
utilizando FFT comparado con filtros por convolucién
[6].

-~ N
Multiplicacién por la
Imagen de entrada Transformada de Fourier funcin filtro:
feay) F(u,v) H(uw,v) « F(u,v)
AN J
Imagen Filtrada Transformada Inversa
Digitalmente de Fourier
gxy) 9(xy)
- @ J

Figura 2. El proceso de filtrado de Fourier

3.1. Tipos de filtros

Los filtros ideales pueden tener cuatro tipos de res-
puesta: Pasa-baja o Pasa-alta, estos dos tipos de fil-
tros estan definidos por su frecuencia de corte, y Pasa-
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banda o Rechaza-banda. Los filtros pasa banda o re-
chaza banda estan definidos por su frecuencia central
y su ancho de banda, definido como la diferencia entre
las frecuencias de corte inferior y superior. En la Figura
3 se muestran la respuesta en frecuencia de los estos 4
tipos de filtros. Cada punto de la respuesta en frecuen-
cia nos indica la atenuacion a la que se sometera una
sefal a una frecuencia determinada.

Pasa Bajo Pasa Alto

Frecuencia de
corte

Frecuencia de
corte

Amip. Amp.

Frecuencia Frecuenca

P asa Banda Rechazo Banda

Frecuencia
central

Frecuencia
central

Amip. Armnp.

Frecuencia Frecuencia

Figura 3. Respuesta en frecuencia de los cuatro tipos fundamentales
de filtros

La funcién H(u, v), es conocida como funcién de trans-
ferencia y representa la respuesta del filtro en frecuen-
cia a una sefal de entrada f(x,y). Los filtros pasa baja
(LPF) dejan pasar las frecuencias que estan por debajo
de una determinada frecuencia. Su funcion de transfe-
rencia se define como:

1 si
0 si

D(u,v) < f,

H,v) = D(u,v) > f,

donde f. es la frecuencia de corte del filtro. Los filtros
pasa alta (HPF) dejan pasar las frecuencias que estan
por encima de una determinada frecuencia. Su funcién
de transferencia se define como:

0 si

1 si

Hu,v) = D(u,v) < fc
D(u,v) > f,

los filtros pasa banda (BPF) dejan pasar las frecuen-
cias que estan situadas en una banda de frecuencia
especifica, es decir, entre dos frecuencias dadas. Su
funcién de transferencia se define como:

si fo-¥<D<f+Y¥

H(u,v) =
0 en otro caso

donde W = f, — fi, es la banda de paso.

Los filtros rechaza banda (BRF) dejan pasar todas
las frecuencias excepto las que estan situadas en una
banda de frecuencias en particular, es decir, entre dos
frecuencias f1 y f>. Su funcién de transferencia se defi-
ne como:

si fo-S<D<f+Y

H(u,v) =
1 en otro caso

4. Filtrado de imagenes

Como caso de estudio se utiliza la imagen de la figura
4a. El tamaro de la imagen es de 300 X 400 pixeles.
Una imagen de su DFT-2D es obtenida al calcular la
magnitud de sus componentes y utilizar un rango de
escala de grises adecuado (Figura 4). El centro de la
imagen (Figura 4b) corresponde a la frecuencia cero.
Se observa que las componentes de mayor magnitud
se encuentran hacia el centro de la imagen es decir en
las frecuencias bajas. A continuacién, se muestra los
resultados para los tres tipos de filtros. El filtrado se lleva
a cabo utilizando mascaras sencillas que son aplicadas
al espectro de la imagen original (filtro ideal). Todos
los programas fueron implementados en el lenguaje de
programacién MATLAB.

a) La Paz by DFT

Figura 4. Imagen original a) Dominio espacial b) Dominio de la
frecuencia

4.1. Filtro pasa bajas

Para el filtro pasa bajas solo se conserva un pequefio
rectdngulo alrededor del centro (Ver Figura. 5a). El resto
del espectro ha sido rellenado con ceros. En la Figura
5b se observa la imagen filtrada.

El efecto visual del filtro pasa bajas es el de suavizado
de la imagen. Una pequefa parte del total de datos
es suficiente para reconstruir la imagen con un error
apenas perceptible.
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4) LPF b) Imagen filtrada
" =

Figura 5. Filtro pasa bajas a) Mascara utilizada b) Imagen filtrada

4.2. Filtro pasa altas

Para el filtro pasa altas se elimina el pequefo rectan-
gulo en el centro del espectro. (ver Figura 6a), El cual
ha sido sustituido por ceros. En la Figura 6b se observa
la imagen filtrada.

a) HPF b) Imagen fitrada

Figura 6. Filtro pasa altas a) Mascara utilizada b) Imagen filtrada

El efecto visual del filtro pasa altas es el de deteccién
de bordes o filos de la imagen. Las componentes de alta
frecuencia conforman el cambio abrupto de tonalidad.

4.3. Filtro rechaza banda

El filtro rechaza banda es especialmente (til para
filtrar ruido del cual se conoce su frecuencia. Este es
el caso de muchos sistemas que causan interferencia.
Utilizando un tiempo de muestreo de Ts = 0.001 el
rango de frecuencias observables fs en la imagen es
de:

1
= — =1KH
Js T, Z

por lo que la distribucion de frecuencias alrededor
del centro de la imagen va de 0 a 500 Hz para ambos
lados de los dos ejes. Utilizando una onda senoidal
con frecuencia de f=250 Hz, se generan 400 muestras
de ruido. A continuacién, se muestra un segmento de
codigo en MATLAB utilizado para este fin.

t=0:0.001: (0.4 —0.001)
f =250;
fr=sen(2 = pi f*t);
El ruido se genera para las dos dimensiones con lo

que se obtiene una senal de ruido bidimensional. Es-
ta sefal de ruido se ha agregado a la imagen original

como se observa la Figura 7a. La Figura 7b muestra el
espectro de la imagen con ruido agregado. Se observa
que la senal de ruido esta concentrada en 4 puntos justo
a la mitad para ambos ejes tomando el origen en el cen-
tro de la imagen. (Ver Figura 7b) El filtro implementado
tiene por objetivo suprimir precisamente la frecuencia
del ruido. Por facilidad se ha utilizado un filtro en forma
rectangular (Ver Figura 7c.). Se observa que el filiro
cubre los cuatro puntos correspondientes a la sefal de
ruido. Finalmente, en la Figura 7d se tiene la imagen
recuperada utilizando la IDFT. En comparacién con la
imagen original, (Figura 4a), la pérdida de informacién
es practicamente imperceptible.

Paz + rido b) DFT

) BRF d) Imagen filtrada

Figura 7. Filtrado de una sefal con ruido. a) Imagen original mas
ruido b) DFT de la imagen con ruido ¢) Mascara utilizada para el
filtro d) Imagen filtrada

5. Conclusiones

La transformada de Fourier es una poderosa herra-
mienta en el procesamiento de imagenes. En general,
para el ojo humano es dificil percibir la eliminacién de
componentes de alta frecuencia, sin embargo, es facil
percibir la eliminacion de frecuencias bajas donde se
concentra la mayor parte de la energia. Por su parte,
la utilizacién de filtros sencillos resulta eficiente para la
eliminacién del ruido de banda especifica. Como trabajo
futuro se pretende realizar comparaciones con otras
transformadas como wavelets.
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