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Resumen

El Filtro de Kalman es un algoritmo identificador de estados que minimiza los ruidos de un sistema, esto motivó
al desarrollo del presente trabajo, donde se presenta una simulación estructurada del Filtro de Kalman. La
programación se hizo en una computadora embebida Raspberry Pi, ésta cuenta con el sistema operativo Raspbian
y un compilador de lenguaje C que permite la implementación de algoritmos iterativos y recursivos. Como ejemplo
de estudio se simula el modelo matemático de un motor de C.C. y se identifican sus estados a través del Filtro de
Kalman, para ello se programaron una serie de Shell Scripts desarrollados como librerías para realizar operaciones
matriciales y algunas funciones para análisis estadístico. Para presentar las gráficas de los resultados, los algoritmos
de la computadora embebida almacenan los datos de las respuestas obtenidas de los estados identificados y
errores cuadráticos medios para finalmente graficarse con Matlab.
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1. Introducción

De acuerdo a [1], un filtro digital es un dispositivo
que elimina, extrae, predice, reconstruye y des-
cribe parte de la información de un sistema, de

acuerdo a un criterio previamente establecido. Con ba-
se en esto en [2] y [3], el Filtro de Kalman se describe
como un algoritmo basado en el modelo de espacio de
estados de un sistema para estimar el estado futuro y la

salida futura realizando un filtrado óptimo a la señal de
salida y dependiendo del retraso de las muestras que
se le ingresan puede cumplir la función de estimador de
parámetros o identificador de estados, en ambos casos
se obtiene la disminución de ruido [4] y [5]. El Filtro de
Kalman tiene muchas aplicaciones prácticas, una de
ellas es la disminución de ruidos gaussianos en moto-
res eléctricos de corriente continua. La construcción de
un motor eléctrico se basa en dos partes que se deno-
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minan campo y armadura; en ambas partes, llevan un
devanado que al ser excitado con energía eléctrica se
crean dos campos magnéticos que al acoplarse desa-
rrolla un par de fuerzas que dan origen a la rotación,
creando así un movimiento en el rotor por lo que esta
energía mecánica se manifiesta en la flecha del motor.
[6]

Por otra parte, un Sistema Embebido es un término
asociado a los circuitos electrónicos que contienen di-
ferentes componentes o subcircuitos encapsulados en
un solo dispositivo, como ejemplo los microprocesa-
dores, microcontroladores, arreglo de compuertas, etc.
Una gran variedad de organizaciones han diseñado dife-
rentes tarjetas electrónicas de desarrollo que permiten
interactuar con los sistemas embebidos, por mencio-
nar algunas están DE0 de Terasic, Arduino Mega 2560,
Freescale y Raspberry Pi, este último por su practicidad
es el sistema en el cual se desarrolla el presente trabajo,
sirviendo como plataforma para la implantación del filtro
de Kalman.

Figura 1. Esquema del sistema embebido y su conectividad.[8]

Una Raspberry Pi [8] (ver figura 1) es una compu-
tadora embebida con arquitectura system on a chip, que
integra la mayoría de los componentes en un solo circui-
to integrado. Esta tarjeta de desarrollo está compues-
ta con un chip BCM2835 que contiene un procesador
ARM1176JZF-S de 700MHz (el cual se puede someter
a overclock), procesador gráfico VideoCore IV y 512 MB

de memoria RAM. Es preciso mencionar que existen
diferentes aplicaciones del filtro de Kalman en siste-
mas embebidos diversos, e inclusive en software de
programación y análisis como lo son Labview y Matlab,
el trabajo que presenta este artículo tiene como uno
de los principales aportes, el desarrollo de librerías que
realizan el algoritmo del Filtro de Kalman en Raspberry
Pi.

2. Filtro de Kalman como Identificador de Estados

2.1. Esquema del Filtro de Kalman para identifica-
ción de estados

El Filtro de Kalman opera bajo un esquema obser-
vador para identificación de estados como el que se
aprecia en la figura 2.

Figura 2. Filtro de Kalman para identificación de estados.

2.2. Estructura de la simulación del Filtro de Kal-
man para identificación de estados

Donde para la identificación de los estados del sis-
tema es necesario conocer las matrices propias del
sistema dinámico A(k ), B(k ), C(k ) y D(k ), los vectores
de ruidos agregados V(k ) y W(k ) y las matrices de co-
varianza Q(k ) y R(k ), de esta manera para utilizar el
filtro de Kalman se aplica procedimiento mostrado en la
figura 3.

3. Modelado del Motor Eléctrico de Corriente Con-
tinua

Para el desarrollo del modelo matemático del motor
se partió del circuito electromecánico mostrado en la
figura 4. La descripción de cada una de las variables
mostradas en el circuito de la figura anterior se muestra
en la tabla 1.
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Figura 3. Algoritmo para identificación de estados mediante el Filtro de Kalman.

Figura 4. Diagrama Eléctrico del motor de C.C. y Diagrama mecánico del motor de C.C.

Tabla 1. Variables del motor de C.C

Variable Descripción Unidades

Ra Resistencia de la armadura Ω

La Inductancia de la armadura mH
ia Corriente de la armadura A
i f Corriente del campo A
Va Tensión aplicada a la armadura V
`b Fuerza contraelectromotriz V
Wr Velocidad angular del eje del motor rad/seg
T Par desarrollado por el motor Nm
J Momento de inercia kgm2

b Coeficiente de fricción viscosa Nms
rad
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Las ecuaciones (1) y (2) representan el modelo del
motor en espacio de estados en el dominio del tiempo
continuo:

dX(t)
dt

= AX(t) + BU(t) + V(t) (1)

Y(t) = CX(t) + W(t) (2)

Donde:

A =

∣∣∣∣∣∣∣

−Ra
La

−Kai f
La−Kai f

J
−b
J

∣∣∣∣∣∣∣

B =

∣∣∣∣∣∣
1
La

0
0 −1

J

∣∣∣∣∣∣ C =

∣∣∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣

X(t) =

∣∣∣∣∣∣
ia(t)
wr(t)

∣∣∣∣∣∣ U(t) =

∣∣∣∣∣∣
Va(t)
Td(t)

∣∣∣∣∣∣

V(t) =

∣∣∣∣∣∣
V1(t)
V2(t)

∣∣∣∣∣∣ W(t) =

∣∣∣∣∣∣
W1(t)
W2(t)

∣∣∣∣∣∣

4. Identificación de los Estados del Motor de Co-
rriente Continua Utilizando el Filtro de Kalman

El Filtro de Kalman se ha discretizado por la ecua-
ciones (1) y (2) con un periodo de muestreo de 10
milisegundos, Obteniéndose el sistema en espacio de
estados en el dominio del tiempo discreto que se obser-
va en (3) y (4):

X(k + 1) =

[−0.0001 −0.3291
0.0003 0.9869

]
X(k) + ...

... +

[−0.3323 0.0032
0.0032 −0.0099

] [
Va(k)
Td(k)

]
(3)

Y(k) =

[
1 0
0 1

]
X(k ) +

[
5.7600 0

0 5.7600

]
W(k) (4)

En la ecuación (3) y (4) se aprecian las matrices de
covarianza Q y R, las cuales se define en (5) y (7):

Q =

[
σV (k)σV (k 0

0 σV (k)σV (k

]

=

[
0.0196 0

0 0.0196

] (5)

Al analizar la ecuación (5) se ve que cada uno de los
elementos de la matriz define el momento de covarianza
de V(k ), éste es igual al segundo momento central del
ruido agregado a la entrada del sistema; por lo que
en (6) se establece el intervalo en el cual puede ser

evaluado el momento de covarianza para dos variables
aleatorias es decir:

0 ≤ kxy ≤ σyσx (6)

De acuerdo a la ecuación (4) la matriz R se define
como:

R =

[
σW(k)σW(k 0

0 σW(k)σW(k

]

=

[
5.7600 0

0 5.7600

] (7)

La matriz R define el momento de covarianza de
W(k ).

5. El Filtro de Kalman en el Sistema Embebido Im-
plementado en la Computadora Raspberry Pi

Para la implementación del Filtro de Kalman y la si-
mulación del motor en la computadora embebida, se
utilizó el sistema operativo Raspbian, diseñando una
biblioteca de desarrollo propio llamada matrices.h, esta
se muestra en la figura 5.

Figura 5. Funciones para operaciones matriciales utilizadas por el
filtro de Kalman.

Con las funciones de la figura 5 se realiza la simula-
ción del sistema dinámico, obteniendo Y(k ). La entrada
restante al filtro se obtiene al agregar ruidos a U(k ). El al-
goritmo para programar el Filtro de Kalman se describe
mediante el diagrama de flujo que de manera simpli-
ficada se observa en la figura 3, donde se describen
las operaciones que permiten la identificación y filtra-
do, al compilarse y ejecutarse permiten la obtención de
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los resultados. experimentales que se muestran en la
siguiente sección.

6. Resultados Experimentales

Figura 6. Gráfica de X(k ) sin ruidos (respuesta ideal del sistema).

Figura 7. Gráfica de U(k ), donde Va (k ) es la curva superior y T(k )
corresponde a la gráfica inferior para 1000 iteraciones.

Para obtener los resultados experimentales de las
figuras 6, 7, 8, 9, 10 y 11 en la Raspberry Pi, se pro-
gramó la simulación en el sistema operativo Raspbian
y se permite la escritura de los datos en una localidad
del disco duro, conformándose vectores en formato de
texto que son graficados en Matlab.

Los errores cuadráticos medios han sido obtenidos
en cada iteración del algoritmo programado mediante el
cálculo de la esperanza matemática del error que existe
entre las respuestas del sistema ideal y las respuestas
Y(k ) (las cuales contienen ruido y no han sido filtradas)

Figura 8. Gráfica de Y(k ), donde ia(k ) con ruido es la curva supe-
rior y Wr(k ) con ruido corresponde a la gráfica inferior para 1000
iteraciones.

para el caso de la figura 10, y el error existente entre
la salida del sistema ideal y los estados identificados
(los cuales presentan una disminución considerable en
los ruidos ver figura 9 producto del filtrado al que han
sido sometidos) para el caso de la figura 11, mediante
un análisis a estas figuras se establece que a medida
que se logra la disminución del ruido en las respues-
tas del sistema, los errores cuadráticos convergen de
manera asintótica a valores cada vez más cercanos a
0; sin embargo cuando el filtrado no es adecuado esta
convergencia no tiene como límite un valor cercano a
0 (como se aprecia en la figura 10), es de esta manera
como se validan los resultados de filtrado obtenidos en
el presente trabajo, en el que se ha demostrado que los
errores cuadráticos obtenidos para los estados identifi-
cados convergen a valores muy pequeños (0.025), en
tanto que los obtenidos para las respuestas sin filtrar
lo hacen a valores distantes de 0 (14.0), observe las
figuras 10 y 11.

Figura 10. Gráfica de error cuadrático medio de Y(k ).
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Figura 9. Gráfica de X(k ) y X̂(k) correspondiente a 1000 iteraciones.

Figura 11. Gráfica de error cuadrático medio de la identificación de
X(k ).

7. Conclusiones

Los sistemas dinámicos pueden modelarse a través
de sus estados observables y estados internos, los
primeros siempre son conocidos, mientras que los
segundos tienen que identificarse para conocer la
dinámica completa del sistema; una herramienta muy
poderosa para identificación es el Filtro de Kalman, que
además de identificar estados internos, elimina el ruido.

Para la implementación de la simulación del sistema
en estudio y del Filtro de Kalman en una computadora
embebida es necesario expresar el modelo en forma
discreta y recursiva con el fin de obtener un algoritmo

de baja complejidad computacional; en este sentido,
la propuesta fue utilizar una computadora embebida
Raspberry Pi para la simulación del Filtro de Kalman
utilizado en la identificación de estados de un motor
de corriente continua. Cabe mencionar que se hizo
una búsqueda exhaustiva en la literatura y no se
encontraron trabajos que implementen el Filtro de
Kalman en una computadora Raspberry Pi.

Los algoritmos fueron desarrollados en Lenguaje C,
compilados y ejecutados en Raspbian, para ello se desa-
rrolló una biblioteca con diferentes funciones matriciales
para la implementación del motor eléctrico y del Filtro.
Los resultados de la simulación se observan en las figu-
ras 6 a 9; se aprecia que la identificación de estados es
muy buena así como la eliminación de ruidos, para ello
se presentan las gráficas de las figuras 10 y 11 donde
se observa su calidad a través de las magnitudes de los
errores cuadráticos medios.
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