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Resumen

El objetivo principal del artículo es presentar una plataforma gráfica de simulación que brinde las herramientas
necesarias para observar el comportamiento de un robot antes dos diferentes leyes de control. Esta interfaz le
permite a los usuarios interactuar con un robot tridimensional basado en el robot K-680 de Steren c©, y observar
a través de gráficos tridimensionales la respuesta del robot ante cada ley de control. La obtención del modelo
dinámico y el análisis de estabilidad se presentan con el debido rigor matemático.
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1. Introducción

El uso de los simuladores en el área de la robótica
permite modificar, en base a la observación de
los resultados, los parámetros necesarios para

evaluar y obtener información que permita su implemen-
tación en una planta real. Hoy en día el software usado
para diseñar simuladores es variado, y la elección de-
pende de los requerimientos del usuario. Su aplicación
se enfoca, en gran medida al uso académico, ya que
permiten estudiar varios tipos de respuestas, sin necesi-
dad de adquirir un robot físico. La exactitud de los datos
que un simulador entrega depende de la descripción
matemática del modelo permitiendo facilitar una aplica-
ción física. Por lo cual el software que se utilice debe de

tener las herramientas necesarias para un análisis físico.
El uso de softwares de diseño facilitan esta tarea, entre-
gando no solo datos fiables, si no también permitiendo
tener una imagen 3D, lo cual proporciona la percepción
de movimiento.

El análisis de los datos se realizan en plataformas
matemáticas, por la necesidad de representar de forma
gráfica todas las variables, entonces resulta primordial
la comunicación entre las dos plataformas, esto para
generar un simulador más robusto y completo.

Este artículo está organizado de la siguiente forma:
en la segunda sección se aborda la obtención del mo-
delo dinámico. Las estructuras de control se presentan
en la tercera sección, mientras que el desarrollo del
simulador se describe en la sección 4. Finalmente en la
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última sección se presentan algunas conclusiones.

2. Modelo Dinamico

En la figura 1 se presenta el robot, el cual se describi-
rá matemáticamente.

Figura 1. Robot antropomórfico

Se debe considerar que, el modelo dinámico de un
robot de n grados de libertad consiste en una ecuación
diferencial ordinaria vectorial, generalmente de segundo
orden, en las posiciones articulares o cartesianas. Uno
de los procedimientos más empleados, el basado en las
Ecuaciones de movimiento de Lagrange.

d
dt

[
∂L(q, q̇)
∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂qi
= τi (1)

donde L(q, q̇) es el Lagrangiano, el cual está definido
como la energía cinética K(q, q̇) y la potencialU(q):

L(q(t), q̇(t)) = K(q(t), q̇(t)) − U(q(t)) (2)

Al aplicar la ecuación de movimiento de Euler-
Lagrange se obtiene como resultado el modelo dinámico
del sistema. El modelo dinámico es la representacn ma-
temática del sistema que describe su comportamiento a
cualquier estímulo, sea interno o externo. El modelo dmi-
co para un robot de n grados de libertad está definido
como [1, 2]:

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (3)

donde q, q̇, q̈ son la posición, velocidad y aceleración
articular, respectivamente. M(q) es la matriz de masas

e inercias, C(q, q̇) es la matriz de Coriolis y fuerza centrí-
peta, g(q) es el par gravitacional y τ es el par aplicado.

3. Control de posición

La obtención del modelo de energía, es de gran re-
levancia gracias a la información que proporciona, ha-
ciendo posible aplicar una ley de control que permi-
ta posicionar el robot en las coordenadas articulares
deseadas. Unos de los objetivos principales del simu-
lador es cumplir con el objetivo de control de posición,
el cual consiste en determinar una función vectorial τ a
través de la aplicación de la ecuación dinámica de un
robot de n grados de libertad y dada una posición articu-
lar deseada qd que se supone constante, de forma que
las posiciones q asociadas a las coordenadas articula-
res del robot lleguen asintóticamente a la coordenada
deseada.

A continuación se presenta la demostración y la jus-
tificación del uso del control PD con compensación de
gravedad y del control PID, así como los resultados ge-
nerados al aplicar cada ley de control en el robot virtual.

3.1. Control PD con compensación de gravedad

La ley de control PD con compensación de gravedad
está representada por [1, 3]:

τ = Kpq̃ − Kvq̇ + g(q) (4)

donde Kp y Kv ∈ Rn×n son matrices simétricas defini-
das positivas que representan la ganancia proporcional
y derivativa, respectivamente. La ecuación (4) demues-
tra la necesidad del conocimiento previo del modelo
dinámico del robot, ya que es fundamental el uso del
par gravitacional g(q).

Sustituyendo el control PD en la ecuación (3), que
representa el modelo de energía, se obtiene:

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) = Kpq̃ − Kvq̇ + g(q) (5)

donde el par gravitacional se puede eliminar dada
su igualdad. Para saber si la ecuación que describe
la ley de control es aceptable, se procede a estudiar
la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema.
Empleando el teorema de Lyapunov, se considera la
siguiente función candidata [1, 3]:

V(q̃, q̇) = K(q, q̇) +
1
2

q̃T Kpq̃ (6)
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donde la energía cinética K(q, q̇) es definida positiva
en q̇ y además Kp es una matriz definida positiva en
q̃, provocando que la función candidata de Lyapunov,
también sea definida positiva V(q̃, q̇) > 0. [1, 4]

Considerando la ecuación (7), la función candidata,
se puede representar como se muestra en la ecuación
(8) [1, 3]:

K(q, q̇) =
1
2

q̇T M(q)q̇ (7)

V(q̃, q̇) =
1
2

q̇T M(q)q̇ +
1
2

q̃T Kpq̃ (8)

cuya derivada temporal, ecuación (9), se puede re-
escribir sustituyendo la variable de estado q̈ (10) y rea-
lizando el álgebra necesaria, obteniendo la ecuación
(11)

V̇(q̃.q̇) = q̃T Kp ˙̃q + q̇T M(q)q̈ +
1
2

q̇T Ṁ(q)q̇ (9)

q̈ = M(q)−1
[
Kpq̃ − Kvq̇ −C(q, q̇)q̇

]
(10)

V̇(q̃, q̇) = −q̇T Kvq̇ − 1
2

q̇T
[
Ṁ(q) − 2C(q, q̇)

]
q̇(11)

Ahora, teniendo en cuenta la propiedad de simetria:

Ṁ(q) − 2C(q, q̇) = 0 (12)

Se obtien la derivada temporal resultante de la fun-
ción candidata, presentada a continuación:

V̇(q̃, q̇) = −q̇T Kvq̇ (13)

Demostrando que la función candidata de Lyapunov
cumple con ser definida positiva V(q̃, q̇) > 0, continua-
mente diferenciable V(q̃, q̇) ∈ CK y además su derivada
temporal es semidefinida negativa V̇(q̃, q̇) ≤ 0, por lo
tanto se dice que el origen es estable en el sentido de
Lyapunov.[1, 4, 5]

3.2. Control PID

Con el propósito de satisfacer el objetivo de control
y más aún ´para intentar llevar a cero el error de po-
sición sin necesidad de proponer ganancias relativa-
mente grandes, como en el control PD, se ha añadido
una componente integral, justificado el uso del control

Proporcional-Integral-Derivativo (PID). La ley de control
PID puede expresarse de la siguiente manera [1]:

τ = Kpq̃ + Kv ˙̃q + Ki

∫ t

0
q̃(σ)dσ (14)

Ya que qd es constante, se establece la existencia
y unicidad del punto de equilibrio para la ecuación de
malla cerrada [1].

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) = Kpq̃ − Kvq̇ + Kiξ (15)

donde ξ̇ = q̃. El punto de equilibrio del sistema está
localizado en [1]:


ξ

q̃
q̇

 =


K−1

i g(qd)
0
0

 (16)

Para facilitar el estudio de la estabilidad en el sentido
de Lyapunov, es necesario hacer una serie de cambios
de variable, el primer cambio de variable reubicará el
punto de equilibrio colocándolo en el origen, esto es [1]:

z = ξ − K−1
i g(qd) (17)

Por lo tanto la ecuación de malla cerrada representa-
da en términos del vector de estados y considerando el
anterior cambio de variable, se presenta como:

d
dt



z

q̃

q̇


=



q̃

−q̇

M(q)−1[Kpq̃ − Kvq̇+
Kiz + g(qd) −C(q.q̇)q̇ − g(q)]



(18)

Se puede observar que la ecuación anterior es au-
tónoma y su único equilibrio se encuentra en el origen.
Prosiguiendo con el análisis de estabilidad se propone
el siguiente cambio de variable, considerando α > 0 [1]:


ω

q̃
q̇

 =


αI I 0
0 I 0
0 0 I




z
q̃
q̇

 (19)

Con lo que se puede presentar la nueva forma de la
ecuación de malla cerrada.
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d
dt



ω

q̃

q̇


=



αq̃ − q̇

−q̇

M(q)−1[(Kp − 1
2 Ki)q̃ − Kvq̇+

1
2 Kiω + g(qd) −C(q.q̇)q̇ − g(q)]



(20)

Para aplicar el teorema de estabilidad de Lyapunov,
se propone la siguiente función candidata, la cual debe
cumplir con ser definida positiva [1]:

V(q̃, q̇, ω) =
1
2


ω
q̃
q̇



T 

1
αKi 0 0
0 αKi −αM(q)
0 −αM(q) M(q)




ω
q̃
q̇

 +

1
2

q̃T (Kp − 1
α

Ki)q̃ +U(qd − q̃) − U(qd) + q̃T g(qd)

(21)

donde

1
2

q̃T (Kp − 1
α

Ki)q̃ +U(qd − q̃) − U(qd) + q̃T g(qd) (22)

es definida positiva en q̃ sí [1]:

λmin

{
Kp − 1

α
Ki

}
> Kg con Kg ≥‖ ∂g(q)

∂q
‖ (23)

Para el caso del primer término de la función candi-
data:

1
2


ω

q̃
q̇



T 

1
αKi 0 0
0 αKi −αM(q)
0 −αM(q) M(q)




ω

q̃
q̇

 (24)

Si α es condicionada a cumplir la desigualdad deno-
tada en la ecuación (25), entonces V(q̃, q̇, ω) es definida
positiva en forma global y radialmente no acotada [1].

λmin{M(q)}λmin{Kv}
λ2

max{M(q)} (25)

La derivada temporal de la función candidata de Lya-
punov se presenta en la ecuación (26), la cual cumple
con ser semidefinida negativa.

V̇(q̃, q̇, ω) = −q̇T [
Kv − αM(q)

]
q̇ − q̃T

[
αKp − Ki

]
q̃

−αq̃T C(q, q̇)T q̇ − αq̃T [
g(qd − g(q))

]

(26)

Por lo tanto el punto de equilibrio del sistema es esta-
ble según el criterio de estabilidad de Lyapunov [1, 3, 4].

3.3. Sintonización de ganancias

Para el caso del control PD se propone la matriz que
contiene las ganancias proporcionales para el sistema,
para hacer la sintonozación y definir la matriz Kv se
utiliza la ecuación (27)

Kv = 2
√

Kp (27)

Las matrices deben de ser definidas positivas según
el criterio de Sylvester. Para facilitar la definición de
las matrices Kp, Kv y Ki en el control PID, se debe
considerar las ecuaciones (28) y (29)

λmin{Kp} > kg (28)
λmin{M(q)}λmin{Kv}

λ2
Max{M(q)} > α >

λMax{Ki}
λmin{Kp} − kg

(29)

A partir de las ecuaciones anteriores se puede ob-
tener un proceso de sintonización en términos de los
valores propios de las matrices de ganancia, que se
denota de la siguiente manera:

λMax{Ki} ≥ λmin{Ki} > 0
λMax{Kp} ≥ λmin{Kp} > kg (30)

λMax{Kv} ≥ λmin{Kv} >
λMax{Ki}

λmin{Kp} − kg
· λ

2
Max{M(q)}
λmin{M(q)}

4. Simulador

Para implementar este simulador y proponer las dos
leyes de control, además de su descripción matemática,
es necesario conocer los parámetros físicos (longitudes,
masas e inercia) de cada uno de los elementos del robot.
Para lo cual se hace uso de un software de diseño y de
herramientas de análisis mecánico.

4.1. Diseño CAD

El diseño del sistema mecánico es parte fundamental
no sólo para el modelado matemático, sino también pa-
ra el armado de la estructura física. El diseño del robot
antropomórfico es realizado en SolidWorks con la fina-
lidad de obtener las características físicas del sistema
y facilitar la comunicación con MATLAB, la Figura (1)
muestra el diseño final. Los parámetros físicos del robot,
se obtienen a través de un análisis de elemento finito
en SolidWorks, los datos más relevantes se presentan
en la tabla 1.
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Tabla 1. Parámetros fisicos del robot

Masa Inercia Posición
(kg) (kg ∗ m2) Cm(cm)

Base 0.203155 Ix = 2.376 x = −2.23
Iy = 6.923 y = 1.13
Iz = 6.241 z = −0.01

Primer eslabón 0.02433 Ix = 0.108 x = 0.19
Iy = 0.383 y = −2.03
Iz = 0.459 z = −0.01

Segundo eslabón 0.04339 Ix = 0.137 x = 0.72
Iy = 0.890 y = 0.24
Iz = 0.829 z = −0.03

Efector final 0.02698 Ix = 0.169 x = 0.00
Iy = 0.243 y = −1.34
Iz = 0.123 z = −0.90

Para aplicar las estructuras de control consideran-
do las matrices propuestas en la sección anterior, se
utiliza las herramientas proporcionadas por Simulink,
siendo necesario obtener la posición, velocidad y acele-
ración de cada uno de los motores representados por
un bloque rotacional, y a su vez aplicar el torque reque-
rido para realizar el movimiento deseado. El simulador
proporciona las gráficas relacionadas a la posición, al
error de posición y al torque requerido para cada una
de las uniones angulares, además de una visualiza-
ción del robot virtual en tiempo real. Para mostrar su
funcionamiento se proponen las siguientes posiciones
angulares:



α1
α2
α3
α4


=



90◦

25◦

−40◦

55◦


(31)

Matlab permite generar herramientas de visualización,
modificar velocidad y generar un archivo tipo .AVI, entre
otras cosas. A continuación se presentan las gráficas
del comportamiento del sistema obtenidas del simula-
dor al aplicar la ley de control PD con compensación
de gravedad, las figuras 2, 3, 4 y 5 muestran la posi-
ción y error de posición de las articulaciones del robot
antropomórfico, respectivamente.

Los resultados obtenidos de la posición y el error de
posición con respecto a las tres articulaciones al aplicar
el control PID se presentan en las figuras 6, 7, 8 y 9

Figura 2. Posición y error de posición (base)

Figura 3. Posición y error de posición (primer eslabón)

Figura 4. Posición y error de posición (segundo eslabón)
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Figura 5. Posición y error de posición (efector final)

Figura 6. Posición y error de posición (base)

Figura 7. Posición y error de posición (primer eslabón)

Figura 8. Posición y error de posición (segundo eslabón)

Figura 9. Posición y error de posición (efector final)

5. Conclusiones

El uso de SolidWorks para la creación de elementos
tridimensionales usados en Matlab para realizar la vi-
sualización gráfica del robot proporciona un ambiente
realista, los datos necesarios para corroborar la similitud
del modelo con la planta real, permitiendo modificar a
conciencia cada una de las piezas y ensambles asegu-
rando la exactitud del diseño. La comunicación que se
establece con Matlab permite la manipulación de todos
los parámetros físicos obtenidos en SolidWorks.

El simulador desarrollado entrega la información ne-
cesaria para el estudio del sistema permitiendo realizar
el proceso de sintonización de ganancias ayudando a
diferenciar de manera gráfica la respuesta ante una
ecuación de control especifica. Considerando que ad-
quirir un robot, modificarlo e implementar cualquier tipo
de control requiere de tiempo y recursos económicos,
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se hace indispensable una simulación previa del siste-
ma y del control que se desea implementar de forma
física.
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