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Abstract:

We present an introduction to a not very well known trans-
form. Although this transform is not well known, there are
other transforms and operations that are quite similar to
it and for that reason it may be confused with some other
method. The Mojette transform is a projection method very
similar to the Radon transform, but with some important
differences.
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N 1917 un matematico de nombre Johann
Radon (1887-1956) publicé un articulo en
el que aseguré que se podia reconstruir una
funcién desconocida, si se conocian todas las
integrales de inea de esa funcidén en el plano. La operacién
con la cual se puede hacer esa reconstruccién se llama
transformada de Radon. Se aplica principalmente en toma-
grafia computarizada, es decir en la obtencion de imagenes
transversales.
Como lo que se obtiene es una reconstruccion, también se
le llama reconstruccion tomografica. Esta reconstruccién
se obtiene a partir de las proyecciones que se recogen en

un detector cuando se hace incidir una fuente de energia
(un haz) sobre un cuerpo u objeto, como se explica mas
adelante.

Para explicar a grandes rasgos qué es la reconstruccion to-
mografica, partimos de la Figura 1 [1], donde se muestra
que las proyecciones de un objeto a determinado angulo 6
estan conformadas por una serie de integrales de linea. Por
simplicidad puede entenderse que la integral es una suma,
cuyo resultado representa la atenucacion del haz al pasar a
través del objeto. La imagen desconocida es f(x,y), y la
informacion recolectada es p(r), donde r es la posicio6n de
rayos paralelos, desde una proyeccion a un angulo 6.

Cada

proyeccion esta formada por el conjunto de integrales

Figura 1. Geometria de haz paralelo.

de linea a través del objeto.

Suponiendo que el objeto produce una atenuacién exponen-
cial, lo cual es tipico en tejidos, entonces

[ = Iye /fx)ds (1)
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donde I es la intencidad detectada, I es la intensidad de la
fuente, f(x) es el coeficiente de atenuacion en la posicion x.
En general la atenucacion total p de un rayo en posicién r a
un dngulo de proyeccién 0 estd dada por

p(r8) =In(1/o) =~ [ f(x.)ds @)
de acuerdo a la Figura 1 el punto p(x,y) serd proyectado en
el angulo 6 por

xcos(0) + ysin(8) = r. 3)

Sustituyendo podemos escribir[1]
p(r,0) = / / f(x,y)8(xcosO+ysin® —r)dxdy (4)

donde p(r,0) es llamada la transformada de Radon (TR).
Para obtener f(x,y) se requiere una transformacion inversa.
Sin embargo la transformada inversa de Radon es inestable
cuando se tiene ruido en los datos.

Cuando se tienen datos discretos, por ejemplo en una ima-
gen digital, entonces se trabaja con la version discreta de la
transformada, donde las integrales se aproximan por sumas.

Otros métodos de proyeccion

De la seccién anterior, puede verse que la proyeccién
obtenida es una representacion del objeto o de la imagen
bajo estudio. Esta representacion se puede emplear en otros
campos, como por ejemplo en sistemas automadticos de re-
conocimiento de patrones, o para almacenamiento de datos.

Cuando se tienen datos
discretos, por ejemplo en una
imagen digital, se requiere la

version discreta de la
transformada de Radon

Recientemente, sea han sugerido métodos basados en la
transformada de Radon para extraer una representacion de
una imagen. Por ejemplo, [2] muestra cémo la transformada
de Radon representa eficientemente y describe simbolos
compuestos de segmentos de linea.

Transformada Mojette

Entre las transformaciones lineales propuestas y usadas para
compresion de imédgenes, en afios recientes, se encuentra la
transformada Mojette (TM), que es una especie de transfor-
mada de Radon discreta [3, 4, 5, 6].

La transformada Mojette [7, 8, 9, 10, 11] proyecta una im-
Nij =
1,...,M} en un conjunto de K proyecciones discretas en
IDcon P={M(l);k=1,...,K;l=1,...,Lg}.

La TM es una TR discreta exacta definida para un conjunto
S ={(pe-gu).k=1,...,

agen digital original en 2D I = {I(i,j);i = 1,...

K} de angulos de proyeccion es-

pecificos.
My (1) = proj(pr,qubr) = Y, 8(bi —igi— jpr) (5
(i.j)eL
donde
I, six=0
O(x) = ’ 6
(x) {(), si x#0. ©)
Dada una imagen 2D N x M, I(i,j);i=1,...,.Ny j =
1,...,M, las proyecciones estan dadas por
Pe=Y 1(i,j) (6 — iq — jpr), ©)

lo que define lineas de proyeccién g, py, en la direccién k.
De la definicién de la TM tenemos:

Z ley (m+qix—piy) (8)

X=—00y=—00

Projp,.q

donde d(-) es la delta de Kronecker, /(x,y) es el valor del
pixel, p; y ¢; definen el dngulo de proyeccion 6; con de-
"(qi/ po).

La férmula de Katz [8] da el ntimero de elementos B; para

splazamiento x y y, y ademds 0; = tan™

la proyeccion definida por p; y ¢; para una imagen de P x Q
pixeles:

m=Bi = (Q—1)|pi| +(P—1)|gi| +1 ©)

donde m serd el nimero de lineas y cudles pixeles son suma-
dos para una imagen de tamafo PxQ, dados los valores p y
qg.

Por ejemplo, usando tres dngulos de proyeccidn tenemos
(piygi)coni=1,2,3. Si p; =1 q; =0, direccién (1,0) y
usando una imagen de tamafio 3 x 3, tenemos m con tres val-
ores diferentes, como se muestra en la Tabla 1. Asi, para
m = 1, se suman los pixeles (1,1), (2,1) y (3,1), es decir la
primera fila.

DIFU100ci@ Vol. 5, No. 2, septiembre-diciembre 2011 29



DIFUSION: Arturo Moreno et al. pp. 28 — 33

Tabla 1. Cdlculo de m para la direccion (1,0)

pixelx,y | m=yp1—xqi
1,1 m=1-0 = 1
2,1 m=1-0 = 1
3,1 m=1-0=1
1,2 m=2-0 =2
2,2 m=2-0 =2
32 m=2-0 =2
1,3 m=3-0 =3
2,3 m=3-0 =3
3,3 m=3-0 =3

Tabla 2. Cdlculo de m para la direccion (1,1)

pixel x,y | m = ypi —xqi
1,1 m=1-1=0
2,1 m=1-2=-1
3,1 m=1-3 =-2
1,2 m=2-1=1
2,2 m=2-2=0
32 m=2-3 =-1
1,3 m=3-1=2
2,3 m=3-2=1
33 m=3-3 =0

Usando 45 gradps, (p,q) = (1,1), entonces la TM entregara
cinco elementos, como se muestra en la Tabla 2.

Ahora m tendrd cinco casos diferentes O, 1, 2, -1, y -2. En-
tonces, cuando m = 0 se suman los pixeles (1,1), (2,2) y
(3.,3), correspondiendo a la diagonal principal. Sim =1,
solamente se suman los pixeles (1,2) y (2,3). Si m = 2, so-
lamente se toma el pixel (1,3), correspondiendo a la esquina
inferior izquierda.

Sobre la diagonal principal tenemos: m = —1 y se suman los
pixeles (2,1) y (3,2). Para m = —2 solamente el pixel (3,1),
el de la esquina superior derecha. Las Figuras 2 y 3 ilustran
el concepto de la TM sobre una imagen 3 x 3 pixeles.

Diferencias entre la TMy TR

Retomando la informacidn de la literatura [12]-[6]:

1 (p17 9‘1) = (170)
T g =0

e

0; = tan(g;/pi)

Figura 2. TM a dos dngulos de proyeccion: 0y 90
grados.

(pg*qL):) - (_1: ]-)
f; =135

\ .
.
. &
y N
- o o
\ % ~ ~
N

.
% S
N
\ .
N
~

0; = tan™" (¢, /pi)
Figura 3. TM a un dngulo de 135 grados.

1. LaTM es una forma discreta exacta de la TR. Ademads
la TM tiene una inversa exacta a partir de un nimero
finito de proyecciones discretas (en la TR se usan
técnicas de regularizacion).

2. Otra diferencia muy importante es que el espaci-
amiento (tasa de muestreo) de las proyecciones de-
pende del angulo de proyeccion y del tamafio de la
imagen (la linea de proyeccién pasa por el centro del
pixel).

De la defincién de la TM se tiene que

MA{f(x,9)} = f(x,9)8(m+qx—py), (10)

donde 3(-) es la delta de Kronecker. Asi la TM es un con-
junto de proyecciones donde cada elemento de la transfor-
mada corresponde a la suma de los pixeles centrados en la
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linea de proyecciéon m =y p; — xq;, o en forma de ecuacioén

Projpg(m) =Y, Y f(xy)8(m+qx—py), (11)
X=—00oy=—00

donde (x,y) define la posicién del pixel.
La diferencia nimero 2 de la TM es muy importante para
el caso de tareas de reconocimiento o de compresion de
imdgenes, ya que el tamafio de la transformada (nimero de
elementos) puede hacerse grande comparado con el nimero
de elementos de la matriz original de la imagen.
Por ejemplo:
Si tenemos una imagen 3 x 3. La direccion de proyeccién se
define por (p;,q;), donde p; da el desplazamiento en x y g;
el desplazamiento en y, con {i = 1,...,I}, donde I indica el
nimero de proyecciones. Entonces cuando usamos dngulos
de 0y 90 grados tenemos: direccién (1,0), y (0,1), como se
ilustra en la Figura 2. Pero si ahora tomamos un dngulo de
135 grados, tenemos el resultado que se muestra en la Figura
3. Es decir, en las dos primeras proyecciones el nimero de
elementos resultantes en cada proyeccion es de 3. En el caso
de la tercera proyeccion se tienen 5 elementos, en lugar de
los 3 anteriores.
Se sabe que para un bloque de dimensiéon PxQ, la
proyeccion en la direccion (p;,q;) estard compuesta de B;
elementos dados por:

Bi=(Q—1)|pi|+(P—1)[qi| +1 (12)

donde i nuevamente indica el nimero de proyeccion.
En efecto, para el arreglo de 3x3, con (1,1) tenemos

G- +B=1)(1)+1=5. (13)

La transformada Mojette es una
forma discreta exacta de la
transformada de Radon y tiene
una inversa exacta a partir de un
namero finito de proyecciones
discretas

Criterio para reconstruccion completa

Se puede determinar [8] si el nimero de proyecciones es su-
ficiente para reconstruir de forma tnica la imagen original.

El criterio de Katz indica que un bloque de tamafio PxQ
puede ser reconstruido de manera tnica si

I
P<Y |pi, obien (14)

Obsérvese que ¢; siempre debe ser positivo, ya que tan~! es

periddica en T.

Asi pues, cuando se requiere cumplir con este criterio, se
observa que el tamaio de la TM es mayor al niimero de el-
ementos (pixeles) de la imagen original. El ejemplo dado
en [12] indica que con un bloque 2x8, donde P =2, Q = 8§
(en la referencia invirtieron el orden de P y Q), P define
la altura de la imagen, o sea 2. Entonces cuando Q > P
(nuevamente invertido en la referencia), la imagen es recon-
struible usando P proyecciones, es decir con s6lo 2 proyec-
ciones. Usando las direcciones (0,1),(-1,1), y (1,1) se tienen
tres vectores de tamafio 8, 9, y 9. Al cumplir con el crite-
rio de reconstructibilidad se tomarian 2 de esos 3 vectores,
quedando una representaciéon con 17 elementos, lo cual es
mayor al tamafio original de 16 pixeles.

Por supuesto que luego se pueden aplicar algunas técnicas
para reducir la cantidad de datos observando correlaciones
y usando transformada Wavelet, por ejemplo.

El asunto es que el tamaiio de la proyeccién depende en
mucho del dngulo, ya que cambia la tasa de muestreo, como
se dijo antes.

Por ejemplo, se dice que si se tiene un arreglo 48x48 y se
desea una redundancia de 33%, donde

bi
R— Y .ms
Y pixels

5)

donde “bins” son los elementos de la TM o tamafio de la
proyeccion, se recomienda usar 4 proyecciones con direc-
ciones (£15,2), (£21,2), teniendo

Y Ipil=15+15+21+21 =72, (16)

con lo cual se cumple el criterio de Katz, pero lo que no
indican es que el costo serd el tamafio de la TM, ya que para
la primera proyeccion se tendra

B =(Q-1D|pi|+P-1)|q1|+1 a7

=(48—-1)(15)+(48—1)(2)+1
=705494 41 = 800.
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Para las otras proyecciones se tendrd B, = 800, B3 = 1082,
y B4 = 1082. Si tomamos las cuatro proyecciones nos da un
total de 3764. La redudancia queda de 66% y no de 33%
como dice en el articulo.

Con una sola proyeccion si se tiene una reduccién en los
datos pues 48x48 es 2304 y B es 800 o 1082. Pero se re-
quiere mds de una proyeccion y el criterio de Katz nos dice
que sean al menos 3. Si tomamos 3 proyecciones el criterio
se cumple también y R queda como 16% o 28% segin se
tomen 2x 800 + 1082, 0 2x 1082 + 800.

Un caso de reconocimiento de
caracteres

Aunque en la literatura se explica la Redundancia R como
un factor de confiabilidad en la transmision de datos, eso im-
plica cumplir con el criterio de Katz, lo cual a su vez implica
una TM de gran tamafio. Pero, en el caso de reconocimiento
de caracteres, la reduccion del vector de caracteristicas es
muy importante, ya que reduce la carga computacional del
reconocimiento. De una imagen de tamaiio 16 x 16 se tienen
256 elementos en total. Se pueden usar s6lo dos proyec-
ciones (1,0) y (0,1) que son las de menor tamafo. Asi con
P =16, Q = 16 y con direcciones (1,0) y (0,1) tenemos en

cada caso
By =(Q—-|pi[+P—1)|q:|+1 (18)
=(16-1)(1)+(16—-1)(0)+1 =16,
By =(Q—1)[pi[+(P—1)|q:|+1 (19)

— (16— 1)(0)+ (16— 1)(1)+1 =16

Quedando nuestra representacion con un vector de 32 el-
ementos, que ya es muy manejable. Si incluyéramos otra
proyeccion (i = 3), digamos a 45 grados (1,1) tendriamos
By =(Q-Dpi|+(P—-1)lq|+1 (20)
=({16—1)(1)+(16—1)(1)+1. =3I.

Tendriamos pues un vector de caracteristicas de 63 elemen-
tos (teniamos 32).

Conclusiones

La TM no reduce el nimero de datos si se requiere recon-
struir la imagen (invertir la TM). El criterio de Katz indica

el nimero de proyecciones y direcciones necesarias para
ello. Esto significa que el nimero de elementos de cada
proyeccion sea variable y en aumento.

Si tenemos la condicién

1
N<Y |pil, (21)
i=1

podriamos investigar como encontrar las direcciones que
den el menor tamafio en B. Si seleccionamos una I = 3

\pil+|p2| +|p3l > N. (22)

Tomando las proyecciones (1,0) (0,1) y (p3,¢3), s6lo nos
quedaria por encontrar esta tltima, ya que (1,0) y (0,1) dan
el menor tamafio, posiblemente. Asi si N=16,

p3 >N —|p1| = |p2| (23)
p3>16—1-0=15.

De todas maneras esto darfa un tamafio para B3 = 241 ele-
mentos!

Consideramos que lo que se debe investigar es qué
propiedades tienen las dos primeras proyecciones (a 0 y 90
grados). Ademds sin cumplir con el criterio de Katz, ver
si estas propiedades permiten el reconocimiento de algin
alfabeto pequeiio. Quizd todo el alfabeto de carécteres al-
fanuméricos no sea adecuado, si no mds bien un tamafio
reducido y de ciertas caracteristicas.
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